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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Bezpieczenstwo

Pierwotny pomystodawca: Werner Damm w 1982.

Woprowadzone przez Knapika, Niwinskiego i Urzyczyna na
Conference on Foundations of Software Science and Computation
Structures (FoSSaCS) 2002, na seminarium o algorytmach na
nieskonczonych drzewach generowanych przez gramatyki wyzszego
rzedu.
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Wstep

Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Typy w rachunku A

T jest typem wtw.

Ti:=o|T—>T

gdzie o nazywamy typem bazowym.
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Wstep

Skad pomyst?
Podstawowe definicje

Definicja

A-B—-C:=A—(B—C()

A"—>B:{

(Al,Ag,...,An) ::A1—>A2—>...—>An

gdzie A, niekoniecznie jest typem bazowym.
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Wstep

Skad pomyst?
Podstawowe definicje

0 = o
(k+1) = k—o
Przyktad
= o
= o—o

(0o —>0)—o0
= ((0o—0)—0)—o0

W N = o
\
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Wstep

Skad pomyst?

Podstawowe definicje

ord(T) jest rzedem typu T witw.

0 | T=o0
ord(T) = { max{ord(A) + Lord(B)} |T=A— B
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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Drzewo typu

tree(T) jest drzewem typu T wtw.

(@ i
ee(T) e tree(B)
free( T / | T=A—B
tree(A)

A\

Spostrzezenie
ord(T) = height(tree(T))
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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Drzewo typu

Przyktad

(0o »0)—>0—o0

tree((o — 0) = (0 — 0)) =
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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Typ homogeniczny

Typ T =A; — A — ... = A, — o jest homogeniczny wtw.
ord(A1) > ord(Az) > ... > ord(An)
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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Podstawienie capture-permitting

M{N/x} jest podstawieniem capture-permitting N pod x w M wtw.

x{N/x} = N

Y {N/x} =y |x#y
(MiMo){N/x} = (Mi{N/x})(M2AN/x})
(AXx-M){N/x} = Ix.M

(Ay-M){N/x} Ay-M{N/x} [x#y |

Przyktad

Ay x{y/x} Ay.y
Az.x{y/x} Az.y

A\
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Wstep Skad pomyst?

Podstawowe definicje

Podstawienie

M[N/x] jest podstawieniem N pod x w M wtw.

x[t/x] = t

ylt/x] = y |xZ#y
(MiMo)[t/x] = (Mi[t/x])(M2[t/x])
(AMXxM)[t/x] = Ix.M

(Ay.M)[t/x] Ay.Mz/y][t/x] | x# y Az:nowa zmienna

. ot

Przyktad

Ay xly/x] = M.y
Azx[y/x] = Ny

A\
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczna gramatyka

Gramatyka wyzszego rzedu G o homogenicznych typach niterminali

jest niebezpieczna wtw. istnieje produkcja Fz125 ...z, — e, gdzie e
zawiera podterm, ktory:

@ pojawia sie w roli argumentu;

@ zawiera parametr typu o nizszym rzedzie, niz on sam.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczna gramatyka

Definicja (réwnowazna)

Zaktadajac homogenicznos¢ typéw:

@ term t rzedu k jest niebezpieczny wtw. zawiera parametr rzedu
< k;

@ wystapienie niebezpiecznego termu t w termie t’ jest
bezpieczne wtw. t pojawia sie w kontekscie . ..(ts)...;

@ gramatyka jest bezpieczna wtw. zaden niebezpieczny term nie
pojawia sie w sposéb niebezpieczny po prawej stronie zadnej
produkgji.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczna gramatyka

Przyktad

f . (O) 07 O)
g,h :(o,0)
a,b :o
S5° — Fgab
Fllee)o0o)gloe)yoye —  f(F(Fpx)y(hy))(f(¢x)y)
S° — G(ga)b
G(o,o,o)zoyo —  f(G(Gzy)(hy))(fzy)
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczna gramatyka

Przykfad

f (07 o, O)
s h : (07 O)
a,b :o
S° — Fgab
Fl(e0)000)4(00)xoy 0 —  F(F(Fox)y(hy))(f(éx)y)
S° — G(ga)b
Gleoe)zo00 s F(G(Gzy)(hy))(fey)

Barttomiej Puget Bezpieczny rachunek A



Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\

Sita ekspresji

Bezpieczny rachunek A

System w rachunku )\ jest bezpieczny wtw. zmienne wolne
pojawiajace sie w termie maja rzad niemniejszy, niz sam term.

Przyktad (termy Kiersteada)

My = XF((29)0) f(Ax°.f(Ay°.y))
My = M(e2)0) £(AxO.f(A\y°.x))
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\

Sita ekspresji

Bezpieczny rachunek A

System w rachunku )\ jest bezpieczny wtw. zmienne wolne
pojawiajace sie w termie maja rzad niemniejszy, niz sam term.

Przyktad (termy Kiersteada)

My = X000 F(AxO.f(Ay°.y))
My = Xf((29):0) £f(Ax°.f(Ay°.x))
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczny rachunek A\

Bezpieczenstwo
Sita ekspresji

Bezpieczny rachunek A

T M:A
- t fFe= (wk) —2 2 reca
tev) s sl e TES Y e
appoy) P MIADB THNA o T M:A
i [Foa MN:B Mo M- A
M M:A>B THN:A
(app) —== H—ST/IN:B = ord B < ordl

I CAL . Xy Apbaaa M B
, X1 . 1, A7X asa ord(Ah...,An,B) <ordl
I )\Xll,..Xnn.M:(Al,...,A,,,B)
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczny rachunek A

Przyktad

My = M2 F(AXC.F(A0.y))

(var) y:0OFgy:0
(var) ———— O oIFE=yEon

(wk) f:2Fgf:2 (abs) : a‘ao :
) f:2,x:0kgf:2 o) y-OHAy»yo-l

(app) f:2,x:0kFaea f:2 f:2,x:0Fg Ay .y:1
@) f:2,x:0kg F(Ay°.y): 0
(;’;)') Farfi2 (abe) 112750 Fara F(Ay°.y): 0
(ap) f:2basa f:2 f:2hFg )\xo.f()\y°4y) 01

f:2kg FAXC.F(AY° : y)): 0
f:2Fasa FAX2.F(AY° 1 y)) : O
Fs AF2.F(AXC.F(Ay°.y)) : 3

(9)
(abs)
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Prawie-bezpieczenstwo

Term t jest prawie bezpieczny wtw. t jest prawie bezpieczna

aplikacja lub termem w formie )\xl X2A2 ...x.M gdzie n > 1 oraz

M jest prawie bezpieczna aplikacja.

Spostrzezenie

Termy prawie bezpieczne nie s3 koniecznie bezpieczne, ale moga
sie takie sta¢. Czy to przez abstrakcje zmiennych, czy przez
aplikacje.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bezpieczny rachunek A

Lemat (o nieprzechwytywaniu zmiennych)

JesliT,x: BFs M : AorazT ¢ N : B, nie zajdzie przechwytywanie
zmiennych wykonujac capture-permitting podstawienie M [N /x].
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

[-redukcja

w,z 0

f :(o,0,0)
(AxCyC.txy)zw —5 (\y°.fzy)w
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

[-redukcja

w,z 0

f :(o,0,0)
(AxCyC.txy)zw —5 (A\y°.fzy)w —5 fzw
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bs-redukcja

Redeks jest bezpieczny wtw. jest prawie bezpieczng aplikacja w
formie:
XX X MYNLN, . .. N

gdzie /,n > 11 M jest prawie bezpieczna aplikacja.

B = Lo MING N A M [N ] > 1y

U { O XM MNy . Np = M [Ny No/X] N Ny | n < T}
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bs-redukcja

Spostrzezenie

Dla I < n, bezpieczny redeks ma natepujace drzewo wywodu:
I'x:AbsgM: (Apt1,...,A, B
(abs) ) X (Ant1 1, B)
I Fe AL XA .M : (Aq, ..., A, B)
(wk)
) M he AXST .. xAn .M : (A, ..., A, B)
( : [ Fasa A X M 2 (Ag, ..., A, B) I Fs Ny : Ar
appas
T Fasa (AL .. XA M)Ny : (Az, ... Ay, B)
(3PPas) 2 -
. [ Fasa (AL ... x2.M)Ny ... Nj_q : (A}, B) The N : A
app
Mhs A X M)Ny ... N 2 B
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bs-redukcja

Lemat (Podstawianie zachowuje bezpieczenstwo)
Niech T ¢ N : A. Wtedy:

Ol x:ArsM:B = T+ M[N/x]: B

QO IMx:AraaM:B = T haa M[N/x]: B
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bs-redukcja

Lemat (fs-redukcja zachowuje bezpieczenstwo)
Niech My BsM,. Wtedy:
@ M, jest prawie bezpieczne;

o jesli My jest bezpieczne, to My réwniez.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Bs-redukcja

Bezpieczna (-redukcja (—p,) jest najmniejsza relacja, ze jesli
My 5s My oraz C[M] jest bezpiecznym termem w kontekscie C[—],
to C[Ml] — Bs C[Mg].

Lemat (s-redukcja zachowuje bezpieczenstwo)

JesliT ks My : A oraz My —, Mo, toT = Mo : A
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

n-dtuga forma normalna

n-dtuga forma normalna termu M : (A1, ..., Ap,0), [M] jest
zdefiniowana nastepujaco:

[x] = Ax
[AXT.NT = AT [N]
[xNy...Np| = A@i-X“Vﬂ co o [N To1] - - [on]

[OAXT.N)Ny ... NyT = APAOXTIND [N .. [Ng ] - - - [eon]
gdziem>0,p>1, % =pi...p, gdzie wszystkie ¢; sa nowymi
zmiennymi.

| \

Przyktad

[x°] = Ax
[Af(e:00) fi] AF(00:0) 50 fixipy
[(Af(@00)x0y0 fiy)sa] = )\go‘l’()\f(o’o’o)xoyo.fxy)sagol
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

n-dtuga forma normalna

Term jest bezpieczny wtw. jego n-dtuga forma normalna jest
bezpieczna.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Numerale Churcha

Kazda liczba n € N moze by¢ zakodowana jako:
Al = As(00)z0 57

gdzie | = ((o0,0), 0, 0)

| A\

Definicja

p-arna funkcja f : NP — N dla p > 0 jest reprezentowana przez
term F : (/P, 1) wtw. Ym; € N:

Fmy...mp =g f(my,...,mp)

A\
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Numerale Churcha

Twierdzenie (Schwichtenberg, 1976)

Funkcje numeryczne wyrazalne za pomoca numerali Churcha w
prosto-typowalnym rachunku \ to doktadnie wielomiany wielu
zmiennych rozszerzone o funkcje warunkowa.

Twierdzenie

Funkcje numeryczne wyrazalne za pomoca numerali Churcha w
bezpiecznym rachunku \ to doktadnie wielomiany wielu zmiennych.

Przykfad

Term AFGHax.F(A\y.Gax)(Hax), zaproponowany przez
Schwichtenberga, nie jest bezpieczny.

A\
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (alfabet binarny)
Y ={a,b}

Definicja (numeral)
k:=a...a| |kl =k

Definicja (c)
c(n k) (X*)" > xX* =k

Definicja (katenacja)

app(x,y) : (£*)? — L* := katenacja x oraz y.
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (podmiana)
sub(x,y,z) : (£*)3 — L* := stowo powstate przez podmiane w
stowie x wszystkich wystapien a przez y oraz wystapien b przez z.

Formalnie:
sub(e,y,z) = €
sub(bx,y,z) = app(z,sub(x,y,z))

sub(abab,a,b) = abab
sub(abab, b,a) = baba
sub(abab, aba,a) = abaaabaa
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (uciecie prefiksu)

cuty(x) : X* — £* := maksymalny prefiks x zawierajacy same a.
Formalnie:
cuta(e) = €
cuty(ax) = app(a, cuta(x))
cuta(bx) = €
Przyktad
cuty(e) = €
cuty(baaaaaa) = e
cut,(aaabaabbbab) = aaa

A\
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (rzutowanie)
Te(Xty ooy Xk oo Xn) 2 (2¥)" = X% = xi, gdzie 1 < k < n

Definicja (funkcja stata)

csty(x) X > X =w
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (niepustos¢)

= cut,(app(sub(x, b, b), a)

Definicja (pustos¢)
sq(x) : ¥ — X* =5q(5q(x))

Definicja (wystepowanie)

e . |1 |lex _
occi(x) : X* - X —{ 0 |idx = sq(sub(x, I,€))
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Definicja (typ stowa binarnego)

B=(o—+0)—(0—0)—0—o0

§ = )\uo—>0 O-)OXO X
a = ALC OO 050 [y
abaa = Au°7°vo7°x%.u(v(u(ux)))

Barttomiej Puget Bezpieczny rachunek A



Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Twierdzenie (Zaionc, 1987)

Zbiér stéw na stowach definiowalnych w rachunku X\ to minimalny
zbiér zawierajacy

O funkcje state cst,,
@ rzutowania

© katenacje app

Q uciecie prefiksu cut,

domkniety na ztozenia.

Barttomiej Puget Bezpieczny rachunek A



Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Przyktad

Tk = AX|...Xn-Xi
csty = AX|...Xp.W
app = Acduvx.cuv(duvx)
sub = Axdeuvx.c(Ay.duvy)(Ay.euvy)x
cuty, = Acuvx.cu(Ay.x)x
cutp, = Acuvx.c(Ay.x)vx
sq = Acuvx.c(Ay.ux)(Ay.ux)x
5g = Acuvx.c(Ay.x)(Ay.x)(ux)
occ, = Acuvx.c(Ay.ux)(Ay.y)x
occp, = Acuvx.c(Ay.y)(Ay.ux)x
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Bezpieczne gramatyki
Bezpieczenstwo Bezpieczny rachunek A\
Sita ekspresji

Funkcje na stowach

Twierdzenie

Funkcje na stowach definiowalne w bezpiecznym rachunku A to
mimimalny zadany przez:

© funkcje stafe cst,,
Q rzutowania
© katenacje app
@ podmiane sub

domkniety na zfozenia.
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Ciekawostki
Co dalej? Bibliografia

Jezyki na stowach

Twierdzenie (Damm, Goerdt)

Jezyki generowane przez bezpieczne gramatyki rzedu n odpowiadaja
kolejnym klasom automatdéw z zagniezdzonym stosem, tj. jezykom
regularnym, bezkontekstowym, indeksowanym, . ..
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Ciekawostki
Co dalej? Bibliografia

Twierdzenie (Knapik z ekip3)

Twierdzenia monadycznej logiki drugiego rzedu (MSO) na drzewach
generowanych przez bezpieczne deterministyczne gramatyki sa
rozstrzygalne.
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Ciekawostki
Bibliografia

Co dalej?

Twierdzenie (Caucal)

Twierdzenia MSO sa rozstrzygalne dla graféw generowanych przez
bezpieczne gramatyki dowolnego skoriczonego rzedu.

Twierdzenie (Hague)

Twierdzenia MSO dla graféw generowanych przez niebezpieczne
gramatyki jest nierozstrzygalne, a twierdzenia p-rachunku sa
n-EXPTIME zupetne.
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Ciekawostki
Co dalej? Bibliografia

Bibliografia

@ William Blum, The Safe Lambda Calculus, praca doktorska,
Oxford University Computing Laboratory, Michaelmas 2008

@ William Blum and C.-H. Luke Ong, The Safe Lambda Calculus,

Logical Methods in Computer Science, Vol. 5 (1:3) 2009, str.
1-38
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